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W pracy poszukuje się takiego rozkładu granicy plastyczności materiału, który umożliwia 

całkowite uplastycznienie przy wyczerpaniu nośności granicznej kołowych cylindrów grubo

ściennych poddanych działaniu obciążeń zlożonych (ciśnienie, niewielki moment zginający, siła 

podłużna i wpływ temperatury) . Jest to ogólniejsze potraktowanie problemu anałizowanego 

w pracy [5], gdzie uwzględniano jedynie ciśnienie wewnętrzne. Praca jest uzupełnieniem pro

blematyki określenia kształtów elementów konstrukcyjnych podlegających całkowitemu upla

stycznieniu w stadium zniszczenia, która ma związek z optymalnym projektowaniem. 

1. WSTĘP 

Badanie kształtów elementów konstrukcyjnych, podlegających całko
witemu uplastycznieniu w stadium zniszczenia ma bezpośredni związek 
z optymalnym projektowaniem. Pozwala mianowicie na dobranie takich 
kształtów, w których nie ma w stanie granicznym stref sprężystych (lub 
sztywnych, zależnie od przyjętej schematyzacji wykresu rozciągania). 
Istnienie takich stref, w myśl twierdzeń D.C.DRUCKERA, R.T.SHIELDA 

[2] oznacza na ogół niewłaściwe zaprojektowanie konstrukcji (niewłaściwe 
wykorzystanie materiału). Stąd też problematyka określania kształtów 
ciał wykazujących całkowite uplastycznienie w stadium zniszczenia wy
daje się ważna nie tylko z poznawczego, ale też z utylitarnego punktu 
widzenia (niektóre rozwiązania mogą znaleźć zastosowanie w praktyce). 
Szersze omówienie tej problematyki można znaleźć w pracy [3]. 
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Problem całkowitego uplastycznienia w stadium zniszczenia niekoło
wych cylindrów grubościennych jednorodnych badali Z.KORDAS i 
M.ŻYCZKOWSKI w pracy [6]. 

Wpływ niejednorodności plastycznej materiału na te kształty badała 
A.DoLLAR w pracy [1]. W pracy Z.KORDAS i A.WRÓBLEWSKIEGO [5] 
poszukuje się takiego ro;zkładu granicy plastyczności materiału, która 
umożliwia całkowite uplastycznienie przy wyczerpaniu nośności granicz
nej kołowych cylindrów grubościennych pod działaniem ciśnienia wewnę
trznego. 

Niniejsze opracowanie dotyczy również cylindrów o przekrojach ko
łowych. Jest jednak ogólniejsze, obejmuje bowiem obciążenia złożone, 
działające na cylinder. W szczególności, w obecnej pracy poszukuje się 
takiej niejednorodności plastycznej materiału, która zapewnia całkowite 
uplastycznienie w stadium zniszczenia kołowych przekrojów cylindrów 
grubościennych, poddanych jednoczesnemu działaniu ciśnienia, niewiel
kiego momentu zginającego, siły podłużnej i temperatury. 

2. ZALOŻENIA I RÓWNANIA PODSTAWOWE 

Rozważamy kołowy grubościenny cylinder o promieniach a i b, z 
materiału nieściśliwego, idealnie sprężysto-plastycznego, którego granica 
plastyczności jest zmienna w przekroju cylindra. Cylinder obciążony jest 
ciśnieniem wewnętrznym Pa, zewnętrznym Pb, momentem zginającym 
(czyste zginanie bez siły poprzecznej), siłą podłużną i znajduje się w 
polu temperatur T(r, rJ). Uwzględnienie obok działania różnicy ciśnień 
dodatkowych obciążeń oraz pola temperatur jest istotne z uwagi na rze
czywiste warunki pracy rurociągu. Składowe stanu naprężenia (przy 
pominięciu siły poprz·ecznej) zależne są jedynie od r i rJ (niezależne od z 
(rys.l)). Podobnie jak w pracy Z.KORDAS i W.SKRABY [4], do określe
nia rozkładu naprężeń zastosujemy superpozycję rozwiązania płaskiego 
stanu odkształcenia elementu cylindra oraz krzywizny i wydłużenia tego 
elementu (rys.2). (Nie używa się tu terminów: zginanie i rozciąganie, 
ponieważ płaskiemu stanowi odkształcenia towarzyszy już pewien mo
ment zginający Mo i siła podłużna No). 

Stan naprężenia w dowolnym punkcie cylindra określony jest czwórką 
składowych ar, ad, a z , Tr,d, które są funkcjami r i rJ. Składowe te muszą 
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"" 

r 
M~~~+-__ ~~N· )MZ 

Rys. 1 

Rys. 2 

spełniać warunki równowagi wewnętrznej 

8ar 18Trt1 ar - at1 
8r + -;: 819 + r O, 

8Trt1 18at1 2Trt1 -+--+- = O 
ą r 819 r 

(2.1) 

oraz (wobec przyjętego kryterium kształtowania) warunek plastyczności 
Hubera Misesa - Hencky'ego w formie równości: 

gdzie ao(r,19) oznacza zmienną na powierzchni przekroju granicę pla
styczności. Napiszemy ją w postaci następującego szeregu: 

w którym parametr 0'1 jest odpowiednikiem parametru Q' w pracy [1] 
oraz parametru fJ w pracy [5]. Parametry O'i,O'j będą uwzględniały 

wpływ obciążeń złożonych. 
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Trzy równania naprężeniowe (2.1) i (2.2) zawierają cztery niewia
dome. Konieczna jest zatem analiza związków odkształceniowych. Rów
nania nierozdzielczości odkształceń przyjmują tu następującą postać: 

(2.4) 

oraz 

(2.5) 

82cz 
8r2 

82cz 8cz 
8{)2 + r ą 

8
2 (cz ) 

ą8{) r 

o, 

o, 

= ° 

(pozostałe są spełnione tożsamościowo) . 

Równania (2.4) są spełnione przez następującą funkcję Cz: 

(2.6) 

gdzie aa i a2 oznaczają parametry proporcjonalne odpowiednio do wy
dłużenia i krzywizny osi (układ osi jak na rys. 1). Prawo podobieństwa 
dewiatorów 

D, = c.p . Du , 

które można traktować bądź jako równania Hencky'ego - Iliuszyna, bądź 
też jako równania Levy'ego - Misesa (przy formalnym traktowaniu Cij 

jako prędkości odkształceń) przyjmuje postać: 

(2.7) 

c.p(ar - az ), 

c.p(al'} - az ), 

Przy założeniu nieściśliwości materiału, względna zmiana objętości 
ciała jest wprost proporcjonalna do różnicy temperatur !:l.T i prawo 
zmiany objętości przyjmuje postać 

(2.8) 

gdzie a4 parametrem określającym współczynnik rozszerzalności cieplnej 
materiału. 

Rozważany problem jest zatem opisany układem dziewięciu rów
nań (2.1), (2.2), (2.5) , (2.6) , (2.7), (2.8) o dziewięciu niewiadomych 
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Ur , U{}, Uz , TrlJ, Er, EIJ, Ez , IrlJ oraz <p (moduł zaawansowania odkształceń pla
stycznych). Z dwóch pierwszych równań (2.7) oraz (2.6) i (2.8) można 
wyznaczyć naprężenie U z , które wyraża się następująco: 

(2.9) 
1 1 

Uz = '2(ur + UIJ) + 2<p (3a3 + 3a2r cos'19 - a4~T). 

Wstawiając tak wyznaczone U z do (2.2) otrzymujemy warunek pla
styczności w następującej postaci: 

Związki pomiędzy składowymi stanu naprężenia a obciążeniem zew
nętrznym określimy z warunków brzegowych, które w naszym przypadku 
przyjmują postać 

(2.11) 

3. 

Pa + ur(r, 'I9)lr= •. a = O, 

Pa = TrlJ(r, 'I9)lr= •. a, 

Pb + ur(r, 'I9)lr=6 . b = O, 

Pb = TrlJ(r, 'I9)lr=6 . b. 

POSZUKIWANIE ROZWIĄZANIA PRZY ZASTOSOWANIU METODY 

PERTURBACJI ROZWIĄZANIA PODSTAWOWEGO 

Rozwiązania tak postawionego problemu poszukuje się w postaci sze
regu potęgowego czterech małych parametrów: 

al - charakteryzuje niejednorodność materiału (odpowiada parame
trowi a z pracy [1] i {) z pracy [5]). 

a2 - charakteryzuje krzywiznę osi elementu cylindra (odpowiada pa
rametrowi f3 z pracy [4]). 

a3 - charakteryzuje wydłużenie osi elementu cylindra (odpowiada 
parametrowi a z pracy [4]). 

a4 - charakteryzuje wpływ pola temperatur. 
Szereg ten możemy zapisać następująco: 

(3.1) x(r, '19) = X o + Xiaj + Xjjajaj + ... , i,j = 1,2,3,4, 
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We wzorze (3.1) przyjęto konwencję sumacyjną Einsteina oraz Xij = 
Xji. 

+5 Wielkości z indeksem ° są składowymi stanu naprężenia i od
kształcenia oraz 'P dla jednorodnego cylindra kołowego o promieniach a 
i b obciążonego jedynie różnicą ciśnień: 

(3.2) 

cro 

O'ro -
(3.3) 

O' ,Jo -

O'zo -

20'00 l a 
Pb - Pa = .j3 n b' 

c C 
Cz = 0, 

2 ' c,J = 2' 
T o T o 

20'00 In T 
.j3 b - Pb, Tr,Jo = 0, 

,r,Jo = 0, 

.j3c 1 20'00 (In T ) .j3 b + 1 - Pb, 'Po = --2' 
0'00 T 

0'00 ( T ) .j3 2ln b + 1 - Pb, 

gdzie C jest stałą, która przy pełnym uplastycznieniu pozostaje niewy
znaczona (włącza się ją w parametry ai). 

Wprowadzając przyjętą postać rozwiązania (3.1) do równań podsta
wowych i porównując wyrazy przy odpowiednich potęgach a~a}, otrzy
muje się układy dziewięciu równań, w których niewiadomymi są kolejne 
poprawki składowych stanu naprężenia i odkształcenia oraz 'P w poszcze
gólnych stopniach przybliżenia. Zastosowanie metody małego parame
tru prowadzi do linearyzacji warunku plastyczności (2.10) i do pseudo
wyznaczalnych układów równań naprężeniowych w kolejnych szczeblach 
przybliżenia. Rozwinięcie składowych stanu naprężenia w równaniach 
równowagi wewnętrznej (2.1) w szereg potęgowy (3.1) prowadzi do rów
nań o postaci analogicznej do wyjściowej, tak dla pierwszych, jak i dla 
drugich stopni przybliżenia: 

przybliżenie pierwsze 

aO'r- 1 aTr,J - O'r; - O',J; 
0, --' +---' + -

(3.4) 
aT T afJ T 

aTr,J; 1 aO',J; 2 Tr,J; -+--+- - 0, 
aT T afJ T 
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przybliżenie drugie 

aUr" 1 aTrt7 ·· Urój - Ut7ój _ O __ '1 + ___ '1 + _ , 
ar r at') r 

(3.5) 
aTrt7 ·· 1 au 17 ·· 2Tr t7· · 
__ '1 + _~ + __ '1 = O. 

ar r at') r 

W warunku plastyczności (2.10) występują wielkości X w kwadracie 

(3.6) x2 = X; + (Xjaj) + 2XoX jaj + 2XoXjjajaj + ... = 
= X; + 2XoX jaj + (XjXj + 2XoX jj)ajaj + ... . 

Wstawiając szereg (3.6) na X2 do warunku plastyczności (2.10) otrzy
mUJe SIę 

(3 .7) ['P2 + 2'Po'Pjaj - ('Pj'Pj - 2'Po'Pjj)ajaj +." ]{[~U:o - (uro -

-Ut7
0
)2]+2 [~UOOUOj - (uro - Ut7o)(ur - Ut7J] aj + [~UOjUOj+ 

8 
+3uooUojj - (uró - Ut7J(ur - u'f'J - 2(uro - Ut7o)(urÓj - Ut7ój )-

-4Tr t7ó • Tr t7j ] ajaj + ... }= 3 ( a3 + a2r cos t') + a4 D.3T) 2 

Porównując współczynniki przy aj oraz przy aj i aj otrzymuje się zli
nearyzowane warunki plastyczności w kolejnych stopniach przybliżenia: 

przybliżenie pierwsze 

(3.8) 

przybliżenie drugie 

(3.9) 

gdzie funkcje Rij określone są następująco: 

y'3u 6 2 __ oor cos t') 
4C2 ' 

(3.10) 
y'3uoo ' 4 

4C2 r , 
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(3.10) 
[cd.) 
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R y'30' 00 5 {) 
23 = 4C2 r cos , 

y'3O'oo 4 2 
R44 = 36C2 r [ÓT(r, {))] , 

R34 = - ~~~Or4ÓT(r,{)), 
R24 = - :~;O r5 ÓT(r, {)) cos {), 

pozostałe Rij = O. 
Warunki brzegowe przyjmują postać: 
w pierwszym szczeblu przybliżenia 

(3.11 ) 

w przybliżeniu drugim 

(3.12) 

4. ROZWIĄZANIE W KOLEJNYCH SZCZEBLACH PRZYBLIŻENIA 

Warunek plastyczności w pierwszym przybliżeniu (3.8) napiszemy w 
postaci 
(4.1) O'rj - O'l'Jj = Ki(r, {)), 

gdzie podobnie jak w pracy [1] przyjmiemy, że 

(4.2) 
2 

Ki(r, {)) = - y'3O'oi' 

Układ równań wyjściowych w pierwszym przybliżeniu (3.4) i (4.1), z 
podstawieniem (4.2), sprowadza się do jednego równania różniczkowego, 
cząsteczkowego drugiego rzędu, niejednorodnego na poprawkę napręże
nia stycznego Trl'Jj' 

Tak samo jak w pracy [1], funkcję Ki(r, {)) rozwiniemy w szereg try
gonometryczny 
(4.3) Ki(r,{)) = L kni(r)cosn{), 

n 
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bowiem poszukuje się rozwiązań okresowych ze względu na {}. Na pod
stawie równań umieszczonych w pracy [1] można stwierdzić, iż w pierw
szym stopniu przybliżenia problem rozwiązują także funkcje <1oi, w któ
rych współczynniki rozwinięcia spełniają następujące równości całkowe 
(wzory (4.6) w pracy [1]): 

b 

J kn;(r)sin(vn2 -lln~) dr - O, 
a 

(4.4) 
b 

J kn;(r) cos( vn2 - lIn ~)dr = O. 
a 

Pierwsze poprawki naprężeń stycznych są wtedy następującymi sze-
regami: 

a 

(4 .5) Tr~; = E n J kn;(p) cos( vn2 - lln!!.r )dpsin nO. 
n r 

Po wstawieniu poprawek (4.5) do warunku plastyczności, dla dru
giego stopnia przybliżenia otrzymuje się następującą jego postać: 

(4.6) <1r ;; - <111;; = ~ [~n l kni(p) cos(vn2 -lln;)dPsinn{}] x 

x [E n j kn; (p) cos( vn2 - lIn !!.)dpsin n{}] + Rij - . ~<1oij. 
n r r y3 

Prawą stronę tego warunku należałoby przedstawić w postaci szeregu 
Fouriera i dokonać analogicznych obliczeń ja~ w pracy [1] dla pierw
szego stopnia przybliżenia, co doprowadziłoby do równości całkowych 
na współczynniki tego rozwinięcia, a tym samym do określenia drugich 
poprawek granicy plastyczności <1oij(r, {}). 

Rozwiązanie tak postawionego zadania przedstawia jednak w ogól
nym przypadku spore trudności rachunkowe i nie będzie w przedstawio
nej pracy rozważane. W sposób istotny upraszcza rozwiązanie problemu 
założenie kołowej symetrii (co może mieć miejsce np. przy uwzględnieniu 
wpływu samego rozciągania, czy też przy kołowo symetrycznym rozkła
dzie pola temperatury), które prowadzi do szerokiej klasy poszukiwa
nych funkcji <1oi(r), <1oij(r). W takich przypadkach, przy przyjęciu 
<1oi = <1oi(r), pierwsze poprawki stanu naprężenia są następującymi funk-.. .. 
CJamI prolIllema r: 
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TrtJ; = 0, 
(4.7) 

2 Jr (Joi(p) 
(Jr· = r;; --dp + Bi. 

I y3 a p 

Z warunków brzegowych (3.11) wynika, że 

Bi = 0, 

a pierwsza poprawka granicy plastyczności musi spełniać równość całkową 

(4.8) j (Joi(r) dr = O. 
a r 

Warunek plastyczności w drugim stopniu przybliżenia, wobec zero
wych pierwszych poprawek naprężeń stycznych TrtJ;, upraszcza się do 
postaci 

(4.9) 

Drugie poprawki składowych stanu naprężenia są następującymi funk
cjami promienia r: 

(4.10) r 1 [ 2 ] (Jr;j - - / P Rij(p) - yI3(Joij(P) dp + Bij. 

Z warunków brzegowych (3.12) wynika, iż 

(4.11) 

a druga poprawka granicy plastyczności musi spełniać równość całkową 

( 4.12) j (Joij(r) dr = yI3 j Rij(r) dr. 
a r 2 a r 

Przy braku kołowej symetrii, interesująca wydaje się klasa rozwiązań po
stawionego problemu, dla której stan naprężenia jest identyczny ze sta
nem naprężenia odpowiadającym jednorodnemu cylindrowi pod działa
niem ciśnienia (przybliżeniu zerowemu stanu naprężenia). Inaczej mó
wiąc, gdy wpływ zginania, rozciągania i temperatury na naprężenia 
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byłby "kompensowany" wpływem niejednorodności granicy plastyczno
ści. 

Jeżeli zatem przyjąć, zerowe poprawki składowych stanu naprężenia, 
to w pierwszych przybliżeniach musi zachodzić 

( 4.13) 

a w drugich stopniach przybliżenia 

(4 .14) 

Granica plastyczności (2.3), wobec przyjęcia jej pierwszych poprawek 
zgodnie z (4.13), a drugich zgodnie z (4.14), jest z dokładnością do 
drugiego przybliżenia następującą funkcją kąta .,J i promienia r: 

( [ 
-2 1 6 2 _21 4 _2t::..T2 

(4.15) Uo r,.,J) = uoo 1 + a2 . 2"r cos .,J + a3;:-r - al ~+ 

t::..T t::..T ] +a2a3r5 cos.,J - a3a4 Tr4 + a2a4 Tr5 cos.,J , 

gdzie aj = aj( V3j2C) są nowymi małymi parametrami. 
Oczywiście, funkcje (4.15) stanowią tylko jedną możliwość z szero

kiej klasy rozwiązań wyżej postawionego problemu. Jej sens praktyczny 
widać na przykładzie cylindra pod działaniem ciśnienia i niewielkie go 
momentu zginającego. "Wzmacniając" granicę plastyczności (np. przez 
odpowiednią obróbkę termiczną) w obszarach największego wpływu zgi
nania, można osiągnąć całkowite uplastycznienie zginanego rurociągu 
kołowego. 

5. PRZYKLADY 

W przedstawionych przykładach przyjęto wartości parametrów a2, a3 
i a4 i badano ich wpływ na wielkość granicy plastyczności opisanej 
funkcją (4.15). Przykłady zilustrowano wykresami funkcji [uo(r, 8) -uoo]. 
Wykresy te pokazują, jak należałoby "wzmocnić" granicę plastyczno
ści, by uzyskać całkowite uplastycznienie kołowego cylindra poddanego 
działaniu ciśnienia oraz momentu zginającego, siły podłużnej i tempe
ratury. 
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Rys. 3 

Rysunek 3 pokazuje, jak należałoby "wzmocnić" granicę plastyczno
ści dla cylindra, którego krzywizna osi scharakteryzowana jest parame
trem a2 = O, 75. 

Rysunek 4 pokazuje, jak należy "wzmocnić" granicę plastyczności dla 
cylindra, o wydłużeniu osi scharakteryzowanym parametrem a3 = 0,75. 

Rysunek 5 pokazuje, jak należałoby "wzmocnić" granicę plastyczno
ści dla cylindra znajdują.cego się w polu temperatury o wpływie scha
rakterlzowanym parametrem 0'4 = 0,05; przyjęto następują.ce dane: 

~ - .::JL - 1. T - 20°C' T1 - -20°C' 1'-2 - lOoC' T3 - 70°C Y1 - Y1 - 2"' o - ,- ,- , - • 

Rysunek 6 pokazuje jednoczesny wpływ krzywizny i wydłużenie osi 
cylindra oraz pola temperatury, scharakteryzowanych parametrami 
a2 = a3 = O, 75,a1 = 0,05. 



iXz= o 
iX 3= 0.75 
iX4 =0 

Rys. 4. "Wzmocnienie" granicy plastyczności dla cylindra o wydłużeniu osi 
scharakteryzowanym parametrem 0,3 = 0.75 

/ 

Rys. 5. "Wzmocnienie" granicy plastyczności dla cylindra znajdującego się w polu 
temperatury o wpływie scharakteryzowanym parametrem 0,4 = 0.05jprzyjęto następuja,ce 

dane: 1& = ~ = ~j T.o = 20°Cj T1 = -20°Cj T2 = lOOCj T3 = 70°C Yl Yl ~ 

[441) 
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/ 
Rys. 6. Jednoczesny wpływ krzywizny i wydłużenie osi cylindra oraz pola temperatury 

scharakteryzowany parametrami a2 = a3 = 0,75,a4 = 0,05 
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POSZUKIWANIE NIEJEDNORODNOŚCI PLASTYCZNEJ MATERIALU 

Pe:łlowe 

IIOHCIGf IIJIACTH'-łECKOl1: HEO,lUłOPOCTH MATEPHAJIA ,l{JUI IIOJIHOCTblO 
IIJIACTHqECIGfX KPYfOBbIX UHJIHH,l{POB IIO,l{BEPfHYTbIX ,l{EHCTBYIO 

CJIO)KHbIX HArPY)KEHHH 

443 

B pa60Te Hm;eTCJI TaKOI"O pacnpeneJleHHJI npeneJla nJlaCTH'łHOCTH, KOTOpblH naeT BO-

3WO)KHOCTI. nOJlHOH nJlaCTH'łHOCTH, npH HC'łepnaHHH npeneJlI.HOH Hecym;eH CnOC06HOCTH, 

KpyroBblX TOJlCTOCTeHHblX UHlIHHnpOB, nOnBepl"HyTblX neHCTBHIO CJlO)KHblX Hal"py)KeHHH 

(n3BneHHe, He6oJll.mOH H31"H631Om;HH WOWeHT, npOnOJlI.H3JI CHJla H BnHJlHHe TeWnep3TYPbl). 

9TO 60Jlee o6m;3JI Tp3KTOBKa npo6J1ewbI, aH31IH3HpOB3HHOH B pa60Te [5], I"ne y'łTeHO TOJlI.KO 

BHyTpeHHee naBJleHHe. Pa60Ta JlBnJleTCJI nOnOJlHeHHHew np06J1eW3THKH onpeneJleHHJI .popw 

KOHCTpyKUHOHHblX alleWeHTOB, no.o;ne)Kam;HX nOJlHOH nJl3CTH'łHOCTH B CTanHH pa3pyme

HHJI, KOTOpaJl HWeeT CBJl31. C OnTHWaJlI.HblW npOeKTHpOBaHHeW. 

SUMMARY 

THE SEARCH OF PLASTIC NONHOMOGENEITY OF MATERIAL FOR FULLY 
PLASTIFIED CIRCCULAR CYLINDERS UNDER COMBINED LOADINGS 

In the paper a distribution of yield stress of material, leading to fuli plastification at the 
moment of exhaustion oflimit carrying capacity, for circular thick-walled cylinders, under com
bined loadings (pressure, smalI bending moment, normal force and influence of temperature) is 
sought. It is a more general approach to the problem analysed in paper [5], where only internal 
pressure was taken into account . The paper makes a further developement in the problems 
of determination of shapes for structural elements, showing fulI plastification at the stage of 
colIapse, connected with optima! design. 
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