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Whatep

Dobrze sg znane osobliwosei wystepujace w zagadnieniach przewodzenia ciepta
w cialach pélnieskoficzonych, jesli ciepto jest doprowadzane poprzez pewien obszar
kolowy na powierzchni plaskiej, [1]; podobne fakty obserwujemy w odpowiednich
zagadnieniach z dziedziny elektrycznodci. Sytuacja staje si¢ znacznie bardziej skom-
plikowana w przypadku pétprzestrzeni Zlozonej z warstw 1 to wiasnie zagadnienie
jest przedmiotem niniejszej pracy. '

1. Sformulowanie zagadnienia
Niech ofrodek pélnieskonczony
(1.1) xz0, -—oo<y< oo, — 00 <z < 00
bedzie zlozony z » jednorodnych i izotropowych czeéci

Xe—1 S X S Xp, |yl <oo, |z|< oo, Isk<n—1, x,=0,

(1.2)

x>xﬂ—ls UJ| < g, |Z|<OO,

przy czym Az, cx i yr oznaczaja odpowiednio wspolezynnik przewodnictwa ciepl-
nego, cieplo whasciwe i gestosé k-tej czedci.

Zagadnienie polega na znalezienin rozktady temperatury w ciele w zaloZeniu,
z¢ cieplo jest doprowadzane do czolowej powierzchni x = 0 dla ¢ > 0 z predkodcia
q (y, z) przypadajaca na jednostke czasu i powierzchni oraz ze poczatkowa tem-~
peratura jest zerowa w calym obszarze.

Przy zaloZeniu ciagloéci przy przejéciu przez powierzchnic podziatu miedzy
poszezegdinymi warstwami, zardwno dla temperatury jak i dla strumienia ciepla,
nasz problem polega na znalezieniu rozwiazaf uy — ur (x, 3, z, #) uktadu réwnad

Oup
= e dug,  Xp-1<x<<xp, |y|<co, |z]<co, >0, 1<kgsn—1,
auﬂ,
{1.3) EYR Aty x> xn-y, |yl<oo, |z|< oo, 12>0,
A 1<k 4 o + & + z
=4 = __<_h , _—_— — ———
E cryr’ = " ox 2 " 9g2




636 _ V. VODICKA

z nastgpujacymi warunkami:

ou
(1.4) —3135":@'()/,2), x=0, |yl<oo, lz|<oo, t>0,
Oup  Ogyt
Ugp = Uk 41, Ak": B A= XE, U’|<°°= {Z!<OO> t>05
ox ox
(1.5) 3
Ap =2 I <k<n—1,

Akrr’
1.6) uplx,y,z,1)-+0, gdy x-—>o00, |yl<<oo, |z|]<oo, ¢330,
. ug(x,¥,2,00 =0, xp_1<x<xp, |yl<oo, |z|<oo, 1<k<gn—1,

un(%,3,2,0 =0, x=xp_q, [|pl-<oo, |z]< o0,

Ponadte zaktadamy, 7e dana funkcija ¢ (y, 2) jest takiego rodzaju, ze Zapewnia
spetnienie warunku

(1.8) we (6, 0, 2,0 —0, ¥4z2—sco, t=0, 1sk<n

Uzyskane wyniki bedg stuszne réwniez w licznych przypadkach odbiegajgeych od
tych zalozef.

2. Transformatfy Fouriera

Stosujac znang operacje

h(n, 0 = Flh(p, 2] = >~ f f h(p2) D dy
(2.1) -

. ~ 1 ° . .
h(y,z) = F2[h{n, O)] = ﬂffh (, £) 0014 iy g

sprowadzamy nasze zagadnienie (1.3)-(1.8) do nastepujacych réwnan i warankéw

S P2 ug - ‘
,5}—:%;; onZ —ouzi, XE.,IV<X<-X]§5 t>0, 1 gké”fls
(22) .
()un _ azuu 2’_‘ 0 5 5
o T\ ), X ey, 1 >0, p2=n2402,
. i . . - .
(2.3) —A e =g(n0, x=0, >0
. Oux Opyy
(2.4) wp=py1, Ap——= s s X=2xp (>0, 1lgk<sn—1,
ox . dx .

(2.5) e =0, pdy x-»o0, " £>0,
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. MIGZO: xk—-lgxsxka Izo: lé\ksn.—l,
(2.6} '

Un = 0J X > Xapp—1a = 0.

Zadanie nasze sprowadziliémy do wyznaczenia transformat Fouriera g =
== g (%, 9, £, £} poszukiwanych funkcji temperatury wg = uz (x, p, 2, 1), 1 < k < n.

3. Transformaty Laplacé’a

Transformacja Laplace’a w postact

oo

(3.1 h(p) = LIh(D] = f e h(1) dt

0

sprowadza nasz problem (2.2)-(2.6) do zwyczajnego zagadnienia

2 1 .

FTER—— (pture? g =0, xp_1<x<<xp, 1<k<n—L
(3.2) N

2y 1 o

e ;;; (pfxngz) =20, x>xn_1,

Ay 1. :
(3.3) ll—Jx—wLFQ‘(??s =0, x=0
~ . i dﬁicﬂ

3.4 _ e = tpy1, AEE = dx X = Xg, l€k<g€n— _1,
1()3'5.)”. B - T — 0, gdy x—o0

~

okreélajqcééo.'trahsformaty Laplace’a fir = B (x, n, £, p) dla transformat Fouriera
g (x,n, §, f) wprowadzonych w p. 2.

L 4. Vunkeje i (X, 1, £, p)
Catkowanie (3.2) daje w przypadku ogélnym funkeje
@1 k= Apch ge(x— xp-D+Brsh gr(x —xx-1), g = o (P72,

1<k <s,

iaja rowniez dodatkowe warunki (3.3)-(3.5) wiedy i tylko wedy, jezeli

1 5
(4.2) ‘A g1 B+ > q(n, ) =0, Apt+By=0,
Agy1 = Ag ch gr I +By sh gp I,
Vel Ax gi
(4.3) - ‘Bran :—q:(fik sh gr Iz+Bpch gx Iy},
_ +

Sy =xp—Xpo, 1<k <n—1.

Rozprawy Infynierskis - g
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Najlepszy sposéb poszukiwania nieznanych wspolczynnikow Ay = A (3, £, p),
Bi = Be(n, £, p) w (4.2) 1 (4.3) uzyskaloby si¢ prawdopodobnie na drodze analizy
macierzowej, [2].

Wprowadzenie macierzy

chaple, shawly

A
Ky = [ "] , 1<k<n Mipe.p)=| Apqs
4.4) a1

l<sksn—1

Eqk »
sh-gplz, ch qrlx
1

pozwala napisaé réwnania (4.3) w postaci
Kppiy =Mz Kp, 1<k<n—1,

z kiorej, ze wzgledu na pierwszy warunek (4.2), wynika

Ay
Kis1 = Pr(e, p) 1

@5) i q(??,é)

Py (o, p) = My (0, p) Mp_1 0, P} ... M1 (0,p), 1 <k<n—1

Wprowadzajac oznaczenie Py (0, p) = [p5% (o, p)], #,5 = 1,2, obliczajac Ay, B,

z ostatniego warunku (4.5) i podstawiajagc do drugiego warunku (4.2), otrzymujemy

warto$¢ 4;. Wéwezas rownanie (4.5) okrefla pozostale wspdlczynniki Ax i By.
W calodcl otrzymujemy nastgpujace rozwigzanie réwnpan (4.2) i (4.3):

__Zlepn . 1
~in el BT Ty a00,
A Pilo, ) [ Ze, )
(4.6) [ k+1]:_L__[ ] b t<ken_t
BIG+1 AlpglN(g,p) N(Q,IJ) 9(77 ) = i

przy tym g (#, {) jest transformata Fouriera danego strumienia g(y, z).

Podstawienie wyrazefi na Ay i Bg z (4.6) do wzoru (4.1) daje rozwigzanie naszego
pomocniczego problemu (3.2)+(3.5), tj. transformate Laplace’a #x (x, %, &, p).

5. Qgdlne rozwiagzanie

Majac znalezione za pomoca (4.1) i (4.6) transformaty urc = 1z (x, 1, &, ),
mozna otrzymaé funkcje up = g (x, 0, £, 1), 1j. rozZwigzanie pierwszego pomocni-
czego zagadnienia {2.2}-(2.6). Mozna tego dokona¢ metodami rachunku operatoro-
wego lub przez catkowanie po kenturze. W konicu poszukiwane rozwiazania
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ux (x, y, z, t) naszego poczatkowego zagadnienia (1.3)-(1.8) zaajdujemy z transfor-
mat Fouriera ux (x, 7, {, f) po zastosowaniu drugiego wzoru (2.1} w postaci

1 ,
(5.1)  ur(x,y,z,1)= axff iy (X, m, &, ) e gnde 1 <k < n.

Najtrudnigjsza czgé¢ metody polega na niemozliwoSel okreflenia zamknigtej-
formy macierzy P (o, p) zdefiniowanych przez (4.4) i (4.5). Rozwazymy pokrétce
przynajmnicj najprostszy przypadek ciala jednorodnego.

6. Przypadek jednorednosci

Niech A, ¢ iy oznaczaja odpowicdnio wspélezynnik przewodnictwa cieplnego,
cieplo wladciwe 1 gesto$é materiaty. Na podstawie (1.3) i (1.5) mamy

A
%}g:%:“gy—, l<sk<sn Az=1 I<gk<sn—1,

z definicji zad§ gr w (4.1) wynika
1

#

gz = g2 =

(p+=0%), 1<k<n

Macierze My (o, p) z (4.4) przybicraja prosta postaé, typowa np. w teorii czterech
biegunow elektrycznych ; mozemy zatem wykonaé mnoZenie macierzy jak zaznaczono
w (4.5). Dzje to

' [ch gxr,  shgxg
Py (o, p) [Sh o, ch qu], l<k<gn—1,
a wzory {4.6) prowadza do
e r—1 "
Ag = — Bg —-—Zw—q(n, g, I<k<n

Podstawienie powyzszych wynikéw do (4.1) wyznacza rozwiazanie B (x, 7, L, p)
rownan (3.2)-(3.5) w postaci

—ax

i (%, 7, L, p) = gont, 1<k<n

ipq
W nastepstwie tego w calym obszarze ciala mamy okreslona taka sama funkcje

i

(61) ;u(xs %, Ca p) = E_ a(ﬁs C)J x> O’ g = (92+P/M)1I2n QZ = ??2+Czp
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ktéra pozwala okrelié transformate Fouriera

,0) x
u(x, n, &, 1) = q:(;; [8 gm—'p(zl/ﬁﬁgl/m)_e‘gxgp(“i/:+Q}/%t)]
62 - 5y =
o=Vmt2, Y= ]73 f e ¥ dt

[}

poszukiwanej funkcji temperatury u (x, y, 2, 1.
Drugi wzor (2.1) daje rozwiazanie :

63)  u(x,ypzn= ffm’ C)[—f—”’ ,(

eemf’(

X
—oy ,7;) —
7
5 /77 + 0 l/ﬁ)} ety g gr

przy czym p i ¥ sa zdefiniowane przez (6.2).
Elementarny wzor teorii transformacji (2.1)

Ful{%[ mw?(?;_‘%}* 9}/;2)#32%?(2;&.4" “@)H h

[lerlgaerert,

oraz odpowiednie twierdzenie o splocie prowadza do odmiennej-postaci wyniku
(6.3), mianowicie

(6.4.1) o
1 -
u(x,y,z,t):Mffq(y~d,z—mw)dadwf [e_k’x‘ff(zl/%ﬁmgl/xt]
Lo 0

+p ]/;5‘)]]@ (o ]/G‘Z—I—w2) do
b

6.42) ux ypz1 = ?:I—ifqu, @) do‘dmf[e—@xFP( Z;E ) —

— 9"(2]/— + e ]/xr)] Ble ]/(y — U)’Jr(z — w)2] dop.

V;t +o ]/;f)] Jo(rgydp, Fl= 32422 |

BT x_
2]/mf

Dalsze obliczenia zaleza od konkretnej postaci danej funkcji strumienia g (y, z);
sa one skomplikowane nawet w catkiem prostych przypadkach. Jako przyklad mozna
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rozwazyC zagadnienie Oosterkampa zdefiniowane matematycznie w spos6b naste-
pujacy:

65 ¢(n2=0 da 0<2{2<R, g(=0 da iz2> R
gdzie O i R sa staltymi dodatnimi.

Wykorzystujac oznaczenie

X o x -
(6.6 Ulx, t;0) = e }[1(2 ]/ﬁ e l/xr)m- ' (m + o }/%t)

oraz podstawiajac y =rcosf, z=rsinf, o0 = scos ¢, w = ssin g otrzymujemy
nasz ogolny wynik (6.4.2) dla rozwazanego przypadku (6.5) w postaci
R 2n--8 =5}

WGy n = f o f dp f UG, 15 0)Jo [o V2 kst —2rs cos (p— )] da.

Zmiana kolejnodel calkowama oraz wzigcie pod uwage wymku Gegenbauera
s, 3

f Jy (¢ V2452 — 2rs cos ») dy = 20y (98) Jy (05)
0 \

prowadza do ostatecznego rozwiazania

o0

QR do
(67) u(x!y: z, t)zﬁ J()(QT)-];{ (QR) U(xs t:@)?
' o
wyzej wymienionego przypadku Oosterkampa (6.5). Funkcjg U (¥, r; ) okresla
wzor (6.6), dopelniajgcg funkeje bledu ¥ (6.2).
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PeszmowMme
MOBEPXHOCTHBII HATPEB MHOI'OCIOMHOTG HOIAVIPOCTPAHCTBA

1Tem paboThl COCTORT B OLpENENSHHK HECTANMORAPHOTO TOMEEPATYPHOTO IO B TENE
x>0, —o0<y<oo, — o0y o0,
COCFOAIEM M3 # OGHOPOAHBIX H30TPOOHLIX YACTCH
X1 < XA, 1<k n—1, x=0, X Xpy, —oo<<y, 700,

Teno, HaumHas ¢ MoMeRTa ¢ = (), TOABEPraeTCs Harpesy Ha HOBEDXHOCTH X = 0 moTomom
TCTTA, AHTEHCHBHOCTE KOTOPOTO COCTABNAET g(¥,7), & eTO HAYANRHAS TCMIEDPATYPA PABANETCH
Hynio. OOMHe Pe3YILTATH. NPMMEHMIOTCT X CNYYRi0 ONHOPONHOTO uony{rpot:'rpaﬁcma B xa-
9ecTBe 0COGOH 3afauM pelnaeTes HEKOTOpast samaga QcTepkamma.
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Summary
A MULTI-LAYER SEMI-INFINITE BODY SUBJECT TO HEATING ON THE SURFACE

The object of the paper is to determine the non-steady temperature field in the body
x>0, —eo<y<<oo, —O00LZ<0
composed of » homogeneous isotrepic layers
X 1< x <L xp, 1 <k<n—1, x0=0, x>X1, —®°<) z{ co,

Stating at the moment ¢ = 0 the body is heated on the surface x =0, the heat being supplied at
the rate g (, z). The initial temperature is zero. The general results are applied to the case of homo-
geneous semi-space. A certain Oosterkamp’s problem is solved as a simple special case.

Praca zostala zlozona w Redakefi duia 15 latego 1963 1.






