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NAPREZENIA MOMENTOWE W TARCZY KOLOWEJ

CZESLAW USIDUS (WARSZAWA)

WSTEP

Celem pracy jest przeprowadzenie proby iloéciowej analizy wplywu naprezen
momentowych na rozkiad naprezen wewnatrz tarczy kotowej (plaski stan odksztal-
cenia) obcigZonej pa brzegu. Obliczono dwa przykiady obciaZenia tarczy kotowej
uwzgledniajac w kazdym przypadku trzy modele ciala: model klasyczny ciata sprg-
zystego — KS (bez uwzglgdnienia naprezen momentowych) oraz dwa modele
ciata mikropolarnego: ze zwigzanymi obrotami (model Mindlina-Koitera — MK)
oraz z dodatkowymi stopniami swobody (model FEringena-Nowackiego — EN).
Podstawowe zwiazki dla wymienionych modeli cial podane sa odpowiednio w pra-
cach [3, 4, 7 oraz 8]. W pracy rozwiazuje sie¢ w zasadzie zagadnienie przy zalozeniu
modely EN, pozostale dwa modele sa w tym zagadnieniu pewnymi przypadkami
szczegdinymi. :

Wplyw naprezen momentowych na rozktad napreZes wewnatrz nieskoficzonego
pasma tarczowego byl przedmiotem pracy autora [9]. W pracy tej wykazano na
przykladzie dwoch wariantéw obcigzenia brzegéw tarczy sitami normalnymi, Ze
uwzglednienie naprezest momentowych prowadzié moze do powaznych zmian w sta-
nie naprezenia w tarczy. Zmiany te polegaja na szybszym wyréwnywaniu si¢ napre-

~zen wewnatrz tarczy obciazonej nieréwnomiernie na brzegu. Z obliczenn numery-
cznych wynika, Ze przyjecie istnienia napreZen momentowych prowadzi¢ moze
do modyfikacji rozwiazania problemu o ponad dwadziefcia procent w stosunku
do rozwigzania klasycznego.

2. ROWNANIA OGOLNE

Stan przemieszczenia w plaskim stanie odksztalcenia mozemy opisaé za pomoca
wektoréw w biegunowym ukladzie wspdlrzednych », ¢
v (r, py={(u, Uy, 0y,
¢, 9)=(0,0, ps),
gdzie w jest wektorem przemieszczenia, a ¢ wektorem obrotu czastek oSrodka.
W modelach X5 1 MK obowiazuje zwigzek

1 1
(Daz'i o, r — T Hroof?

w modelu EN zad§ ¢, jest skiadows stanu przemieszezenia niezalezng od a.




176 CZESLAW USIDUS

Jak wiadomo [8], zagadnienie plaskiego stanu odksztalcenia przyjmie postaé do-
godng do rozwigzywania po wprowadzeniu dwéch funkeji naprezed Fi ¥, Za pomo-
<3 tych funkcji zagadnienic opisuja trzy réwnania rézniczkowe czgstkowe:

@.1) Vi V3 F=0,
(2.2) L V(1= V) P=,
(23) i(l—IZVZ)E’"—H—Ai—a—VzF
) ar 1 r op !

w powyzszych wzorach F jest funkcja naprezef Airy’ego, ¥ drugs, pomochicza
funkcjg naprezeni, Vi za§ oznacza dwuwymiarowy operator Laplace’a we wspdi-
rzgdnych biegunowych

2 1 2 1 9

2___ "~ 4 - .

Vi 3r2+r2 dp* + roor’

12=(o¢+,u) (y+e)f4un jest staly materialows charakteryzujaca oérodek i majaca
~ wymiar [diugod¢]®. Wreszeie 4=(A+2u)(y+e)/du (A+ ). Ponadto A, u sa to stale

materiatowe typu Lamégo, a o, f§, p, £ — nowe

Y4 stale materialowe - ofrodka mikropolarnego
i typu EN.
Naprezenia wyrazaja si¢ przez funkcje F i ¥
: w sposéb nastepujacy:
aF 4 {1 a¥
¢ Tpp™= 5 5 T o\ "5 =
or or \r do
i
= 1 &#F 1 gF & {1 8v
7 Gr=g ot | = —
2.4 r2 dg* o dr  dr\r dp
J (1 3F) o* ¥
A P Py R
¥ 1 o¥
Rys. 1 Hi3 ™ or ’ st%;_ ?@‘

Rozwazmy teraz tarcze kolowa o promieniu r=a przedstawiona na rys. 1,
obcigZona na brzegu r=a sitami normalnymi. Przedstawmy obcigZenie brzegowe
7 {p) za pomocy szeregu Fouriera przy zmiennym ¢ i okresie L=2x. Szereg ten
ma postac:

1 oo
p(¢)=§‘ao+2 ay COS np
gdzie a,=0 ze wzgledu na warunek réwnowagi catodci. Tak wice

(2.5 (9 =,%+ Z @, cos ny.
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Funkcje naprezen F(r,p), bedaca rozwigzaniem réwnania (2.1), przyjmiemy po-
dobnie jak w kiasycznej teorii sprezystosci w postaci

. -ao %
2.6 s Fr, ¢)=Tr2+2 (A, 7"+C, 1"*2) cos np.

n=2

Zauwazmy, ze funkcje ¥ (v, ), spelniajgca réwnanie (2.2), mozemy otrzymac jako
sumg rozwigzan dwdch prostszych réwnan, Mamy wiec

(2.7 V2, =0,
{2.8) ¥, — 17 V2, =,
2.9 Yir, @)=Y (r, »+¥, (, o).

Napiszmy w postaci rozwinigtej réwnanie (2.8). Mamy

2w, 1oy, | aspz)
o7 7 e T T

2.9y W, -2 (
Funkcj¢ ¥, przedstawimy w postaci

{2.10) ¥, = 2 D, Z.(r)sin ne

n=2
i wstawimy do (2.9)". Wtedy otrzymamy réwnanie rézniczkowe

d*Z, 1 dzZ, (1 n?

[ JE— — | —
@.11) dr? Foodr [ rZ)Z,,—O.

Dokonujac w tym réwraniu zamiany zmiennych r=J{ otrzymamy

dZZ,,+ 1 4z, (1 ~l—n2)Z 0

az " odg e
Jest to réwnanie rézniczkowe typu Bessela. Calka ogdlna tego rownania ma postad
{212) . Zn=En Ii'l (C)+Fn I(n (C):

gdzie E, i F, sa clagami wielkosci niezaleznych od ¢, natomiast 1, (£) jest funkcja
Bessela zmiennej urojonej pierwszego rodzaju rzedu n lub inaczej funkcjg Bessela
zmodyfikowang, a K, ({) jest funkcja Mac Donalda. Rozwigzaniem réwnania
(2.11) jest zatem funkcja

¥ ¥
(2'12') Z, ZEJ In (T) +Fn K, (T) .

W takim razie dla funkcji ¥, otrzymujemy nastgpujace wyrazenie:

(2.13) ¥, (r, p) = 2 [D,i I, H—) +E,K, (%)] sin ng.

Rozprawy Ingynierskie — 12
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Rozwiazaniem réwnania (2.7) jest funkcja

(2.14) ¥, = D) B,r"sinng.

n=2

Na podstawie (2.9) otrzymujemy wigc nastgpujace wyraZenie dla funkeji ¥ (r, ¢):

> F v
(2.15) Y, @)= E [B,. D, 1, (T) +F, K, (I)] sin ng .
H=2

Ze wzgledu jednak na to, ze K, (0)=occ, a naprezenia dla r=0 sa ograniczone, mu-
simy przyja¢ w (2.15), ze F,=0. Ostateczng postacia funkcji napreZett bedzie wige

=~ ¥
(216) 5!7(,-, fﬂ)z Z [Bn P"—I—Dn In (l):l sin ne.
=2 .

Potrzebne tutaj i w dalszym ciggn podstawowe wiadomosci o funkejach Bessela
mozna znalez¢ np. w pracy [6].

Warunki brzegowe dla r=a otrzymujemy z zaleZnoSci p,=oy 1y, My=py iy,
gdzie o jest napreZeniem sitowym, g napreZeniem momentowym, n jednostko-
wym wektorem normalnym do brzegn. Warunki te napisane w sposdb jawny
maja tu postac:

@.17) [onl=a=p (@),  l0rpli=a=0,
Vtezli=a=0.

Wykorzystujac trzy warunki brzegowe (2.17) oraz réwnanie zgodnosci (2.3),
otrzymujemy cztery nieskoficzone ciagi réwnad z niewiadomymi A,, B,, G, D,,
skad wyznaczamy te stale. Nasigpnie za§ wyznaczamy napreZenia.

Przy kontroli licznych w tej czesci pracy przeksztalcen typu algebraicznego
autor wykorzystat prace [2]. Poniewaz w pracy wszystkie badania prowadzimy
na przykiadzie naprezenia o,,, przeto podamy tutaj dokladny wzdr jedynie na to
paprezenie, Tak wicc dla modelu EN mamy:

2.18 a 1 o Y A P
( ) J:pzp(éi gg):?o_‘“; m{ﬂn (_;s 17)6 2+
R=2 )

! 4 ) I Al—-n(i+mi? (cfa)
+Ar: (ay Iz)é’ _2}1_‘-; l:z[ a? éz i _l +

nl Ea
+_E I (1)]} cos ng,
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gdzie
I\2 A a
o ay= 12 7] Fan]a (5)-

1 1\ 4 a
‘["z*“‘(a) B (”“)]I"(T)’
I 4 1 I\ A a
'- (? Tz)= —"[2“(;) zz]’"—l(T)*
1 1 I\ 4 a
i [? ;“(’*“)(z) 7?}""(7)’

o )zl ()= om 3] o=
A, _{;:F_?(n—i_)ln—l ‘T—;nIn _l_ s é—‘;

Dla modelu MK bedziemy przyjmowaé v=0,3. Jak wiadomo z [7], rozwigzania
dla modelu MK otrzymamy, jeZzeli we wzorze (2.18) podstawimy A=2 (1—) 2.
Uwzgledniajac, ze v=10,3, wzér na o, dla modelu MK otrzymamy, jezeli podstawimy
AfI*=1,4. Wzoru tego nie bedziemy wypisywali. Wreszcie, dla najprostszego modelun
KS, dla ktérego rozwigzania znaleZ¢ mozna np. w [3], przyjmiemy 4=0. Wiedy
otrzymamy

[K4]

o

1 103
2.19) T oo (&5 @) =—2——? Z a, [#E*72 —(n+2) & cos np.

3. SCISKANIE TARCZY OBCIAZENIEM ROZLOZONYM NA CZESCI BRZEGU

Jako pierwszy przyktad obcigzenia brzegu tarczy rozpatrzmy obciazenie rozio-
7zone wzdhuz dwdch odeinkédw brzegu tarczy, odpowiadajacych dwu katom $rodko-
wym o wielkoéci 2¢, (rys. 2). Przyjmiemy o= n/6.

ys
3.1. Naprezenia normalne w srodku tarczy
Zajmiemy si¢ przede wszystkim wyznacze- P!
niem naprezen w rodku tarezy. W tym celu we
wzorze (2.18) podstawimy £=0, co odpowiada o |

r=(, oraz ¢=3r/2. Wprowadzimy oznaczenic
na wartoéé naprgZenia w $rodku tarczy

4
e 10,3 5] =%

Wzor na o, otrzymamy z (2.18). W wystepu- £
jacym tam szevegu pozostanie tylko wyraz
odpowiadajacy n=2, wszystkie pozostale
znikna, Rys. 2
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2P
Tablica 1., Wartodei funkeii 6o (4, ) / -— dla tarczy kolowej obciazonej wedhug rys. 2 dla résnych
- : ‘

materiatow mikropolarnych

MODEL '
XS 1 1,38962
MODEL ifa
0,02 0,05 0,10 0,20 0,50
EN- b g e ' |
0,02 1,38957 1,38930  1,38838 138542 1,37799
0,04 1,38952 1,38897  1,38715 138127 1,36667
010 | 138935 | 1,38798  1,38347 136909  1,3345
1,0 1,38692 | 137362 1,33288 122544 1,04408
MODEL . :
MK 1,4 1,38585 1,36745  1,31286 117854 0,97465

. 2P .
Tablica 2. Wartodci naprezenia gy, / — wzdluz poziomej §rednicy tarczy kolowej, obciazoneh
%

Model X8 : wedlng 1ys. 2
NN
e\ 3 5 10 20 30
0,0 1,38962 1,38962 1,38962 1,38962 1,38962
0,1 | 136377 136377 1,36377 1,36377 1,36377
0,2 1,28778 1,28783 1,28783 1,28783 1,28783
0,3 1,16632 1,16683 1,16683 - 1,16683 1,16683
0,4 1,00719 1,00957 1,00958 1,00958 1,00958
0,5 0,82130 -0,82823 0,82835 0,82834 0,82834
0,6 0,62267 0,63663 0,63739 . 0,63737 0,63737
0,7 0,42847 0,44738 0,45067 0,45039 0,45039
0,8 0,25894 0,27064 0,28057 '0,27816 0,27818
0.9 0,13748 0,12129 0,13605 0,12662 0,12715
1,0 0,09059 0,04728 —0,05478 0,01373 0,00962°
Model EN: [la=0,1; A[i*=0,01 " Model MK: Jja=0,1
NN N .
N 3 5 10 ! 5\! 3 5 10
0,0 | 1,38900 1,38900 1,38%00 | 0,0 | 131286 1,31286 1,31286
01 | . 1,36319 1,36319 1,36319 | 0,1 | 1,29148 1,29148 1,20148
02 | 1,28731 1,28736 1,28736 | 0,2 | 122834  1,2283 1,22836
0,3 1,16603 1,16654 1,16654 . 0,3 | 1,12697 112721 1,12721
04 | 1,00712 1,00048 1,00049 | 04| 099315 0,99423 0,99423
05 | 0,82146 0,82835 0,82847 | 0,5 0,83490 0,83806 0,83809
06 | 062305 063693 0,63768 | 06 | 0,66242 0,66887 0,66903
0,7 | 042899  0,44780 0,45105 | 0,7 | 0,48776 0,49701 0,49762
08 | 0,25947 0,27114 0,28095 | 0,8 | 0,32413 0,33183 . 0,33319
09 | 013775 0,12173 0,13628 | 09 | '0,18382  0,[8159 0,18276
L0 | 0,09012 0,04693  —0,05354 | 1,01 0,07310 0,05145 0,05147
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Tak wige dla modelu EN bedziemy mieli:

ool (7)o () 2 ()4
N T VT SR v A KA kel

I RS UE G L
SRR vy Aoy A e Rt rz]fz(T)

Warto§¢ naprezenia o, w modelu MK otrzymamy podstawiajac 4/1*=1,4. Nato-
miast aby otrzymaé naprefenie o, w modelu KS nalezy przyja¢ A4=0.

Obciazenie brzegowe z rys. 2 rozlézmy w szereg Fouriera:

oD
a
{3.2) _ p(qa)=-2i—i—2.a,, cos ng,
n=1i
Wspdlczynniki a, przyjmujg wartosci
2P =& 2 2 oz dl 4
(3.3) ag = -z 3’ a,,%“n— - sin n 5 a n=24,..,

a,=0 dla n=1,335,...

Wstawiajac do (3.1) wspdlezynniki aq oraz a, otrzymamy dla modelu EN
2P '
3.4) T / 7=
' : I\2 A a ! I\*4 a\ I 4
N l”“(?) 72"]11 (T)—[Z?““ (“"‘) F] L (T)+'; 7
2 1\* A4 a L I\* 4 a
[“ ;) ?‘] L (7) “lzﬁ“s (—) 72‘] & (7)

ﬁ6_ T
Wzor dla modelu MK otrzymamy przyjmujac A4/I*=1, 4. Dla modelu K8 bedzie

2p
(3.5) 0'0/—;——= 1,38962.

Obliczenie wartoéci oo w modelach EN i MK przeprowadzono dwoma sposobami,
aby ustrzec si¢ ewentualnych bledéw. Wielkoéé o, w modelu EN stabelaryzowano
dla 1/a=0,01,0,02,..,0,1 i dla 4/2=0,01, 0,02, ..., 0,10.

Poniewaz argumenty funkcji Bessela byly tu duze, a funkgja 1, (z) bardzo szybko
rosnie wraz z argumentem’ z, przeto postuzono si¢ wzorami asyimptotyczaymi dla
I, (af/l) oraz I, (gfl). Uszyto mianowicie wzoru asymptotycznego ([6], s. 132):

e | 0ren
(3.6 LO=Gmgri | X g 0,
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gdzie
' ey
v+-5+k

(V,O)zl, (V,k): T kjl, 2, cae s

1.
k!]“'(v—l"“z"—k)

I'(z) oznacza funkcje gamma Eulera.
Dla funkeji I, (z) oraz I, (2) przy z = 10 otrzymamy stad z dokladnoscia do 10~ *:

0,3989 { 315 105 }

_ L (= Az |7 8z 12822 102422 )’
(3.7 : :

e 0,3939{ 1s 105 315 }

2 (2)= Z172 N 82+12822 102423 }°

Podstawmy wyrazZenia (3.7) do wzoru (3.4), a nastgpnie podzielmy licznik i mia-~

nownik przez
0,3989 exp (T)/ T) =A, L

Wiedy w liczniku wystapi wiclko§é (Jla- A/I*)[(A,-l/a). Wielko§¢ t¢ mozemy w na-
szych obliczeniach zaniedbaé jako malg w stosunku do pozostatej czgsel licznika.
W ten sposéb otrzymamy wyrazenic dogodne juz do obliczen numerycznych.
Wyrazenie to ma postaé:

e C R P L)
T L o (TR

! 3 1 15 1\? 105 ( 1\3
n(g)=1-5 Tﬁs‘(";) ~ )
/ 15 1 105 [ I\* 315 {1}
B (:)=1 " Z+E§(F) +m(z) :
Dla modelu MK przyjmujemy A/I*=1,4.

Wartoéei ¢, dla modeli EN i MK zostaly obliczone na maszynie elektronowej
ZAM 41. Podane sa one w tablicy 1. Tablica ta zawiera tylko czes¢ otrzymanych
wynikéw numerycznych, pozostatych w niej nie umieszezono, poniewaz charakter
zmiennodci ¢, jest i tak juz widoczny.

Inna metody stabelaryzowano takZe wielko$¢ o, dla modelu EN dla lfa=0,1;
0,2; 0,5 oraz A/1?=0,01, 0,02, ..., 0,05 oraz dla modelu MK dla trzech wymienionych

wyzej wartosci stosunku //a. Réwniez te wartodci wmieszczono w tablicy 1. Oblicze-
nia drugim sposobem byly réwniez przeprowadzone na maszynie ZAM 41, przy

(3.8)

gdzie
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tym wykorzystano tablice funkcji Bessela z jedenastoma cyframi warto§ciowymi [1].
Wyniki obliczedi przeprowadzonych réznymi sposobami okazaly sie zgodne.

W celu kontroli programdéw pewne obliczenia przeprowadzono niezaleZnie od
maszyny. Np. dla modeln EN dla /ja=0,1; A4//?=0,] ofrzymano w ten sposéb
0y =1,38346, podczas gdy maszyna podata wielkosé o,=1,38347, Natomiast dla
modelu MK przy /fa=0,1 otrzymano niezaleznie od maszyny 1,3129090 {maszyna
podata 1,31290900570).

Otrzymane wyniki numeryczne pozwalaja zorientowaé sic w zmianie naprgzen
w frodku tarczy w modelach BEN i MK w stosunku do modelu KS.

3.2. Napretenia normalne wzdluiz poziomej Srednicy

Obecnie sprébujemy zorientowad sig w rozkltadzie naprezen wzdluz calej pozio-
' 3
mej $rednicy. W tym celu nalezy w odpowiednich wzorach preyjac ="
W przypadku modelu KS do wroru (2.19) nalezy podstawié¢ wzory (3.3) na

wspolczynniki, Wiedy otrzymamy wzdr

n
(3 9) O' (f - ﬂ.)/ 2P ﬂ._ E (__ I)k iﬁ: [ké_'zrc—z__(k_!_l) ézk]
) ’ % 6 k * '
k=1
Obliczenia dokonano na maszynie ZAM 41 dla ¢=0,0, 0,1, s 1,0, otrzymane

za$ wartosci umieszczone zostaly w tablicy 2 (model KS). Podano tam sume 3, 5,
10,20 i 30 wyrazow tego szeregu,

Dia modelu EN szczegdlowo stabelaryzowano naprezenic o Gla Ha=0,1
i A/I7=0,01. ‘

Podstawiajac do (2.18) powyisze wartoéci parametréw Jfa i AJl? oraz wzory
na wspdlezynniki (3.3), jednocze$nie przyjmujac @=37/2, ofrzymamy po prze-
ksztalceniach wzor

(310) o= (é 3)/ ek —“+Z (D

2k (14-2k)
2k - T
+ Ay 250,004k [ G0

kr
sin ——

- . {Ezk éZk—2+
2k

Izk(IOéH-I% Fy (106)]}’
gdzie
A= [1-+0,0004k (2k+1)] Ty 1 (10)— 0,2k 10,0001 6k (2k+1)] I, (10),
Ehe= —1,0004k 1y, _, (10)+%2 [0,24-0,00008 2k +1)] I, (10)
Az =k +1) 5., (10)— 0,2k I, (10)].

Wielko$¢ a7y zostata stabelaryzowana dla £=0,1 (0, 1) 1,0, Odpowiednie wartodel
zawiera tabhca 2 (model EN). Tablica ta podaje sume 3, 5 i 10 wyrazéw powyzszego
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szeregu. Wreszcie dla modelu MK przy /fa=0,1 napr¢zenie o,, wyraza s1q naste-
pujacym wzorem:
sin k

1
@.11) aﬁ,’ff(i,s—g—) — LrZ’( D= o {uucu =

— 2k (14+-2£)

2k ]}
(104:)2 IZk(IOé)+‘_1“6§_IZk~1(10§) )

) +A2k fz"_O,SGkI:

gdzie : :
Ay =[14+0,056k 2k +1)] Ly — 4 (10y—[0,264-0,0224%% (21 1)] 1,, (10),

Sap=— 1,056k L, _, (10)+£2 [0,2+0,01 12(2k+ D} L, (0),
App=k+1) [Ly—; (10)—0,2k1,, (10)].

Wariosci liczbowe tego napreZenia podaje tablica 2 (model MK).

Na rys. 3 przedstawiono wykresy o, wzdiuZ poziomej frednicy. Rysunek uwzglednia
wykresy naprezenia dla modelu KS oraz dla modelu MK przy /fa=0,1. Dla modelu
EN przy lfa=0,1 i 4/1*=0,01 wykres naprezenia o,, pokrywa si¢ z wykresem dla
modelu KS w granicach dokladnosei 10-2, uwzglednionej na rys. 3.

4, SCISKANIE TARCZY DWIEMA SILAMI SKUPIONYMI

Jako drugi przykiad obcigZenia brzegu tarczy rozpatrzmy obciazenic brzegu tafczy
dwiema sitami skupionymi, dziatajacymi wzdluz pionowej $rednicy, jak na rys. 4.

G /% 4

14
1,2
40

08

U6

04

02 -

d

lﬂ'\-v
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Obciazenie brzegowe z rys. 4 rozkladamy w szereg Fouriera
plp)=—+ E 4, COS nY.

Otrzymamy nastepujace wzory na wspolezynniki a,:
2P P

. =— = 1 =2,4,..,
4.1) Q=" G =" dla =»

a,=0 dla n nieparzystych, a jest dtugoécig promienia tarczy. Rozwigzanie zagad-
nignia otrzymamy podstawiajac w (2.18) wyraZenia (4.1) dla wspdlczynnikéw a,.
Otrzymanego wzoru nie napiszemy, poniewaZ jest bardzo dhugi.
4.1. Naprezenia w Srodku tarczy
" Podobnie jak dia obciazenia ciaglego, tak rowniez teraz zbadano przede wszystkim
wielko$¢ naprezenia w §rodku tarczy oy=a,, (0,3%/2). Wzdr na o, otrzymamy teraz
podstawiajac do (3.1) wartosci @, i a, wrziete z (4.1). Wzdr ten napiszemy w postaci:

R Us - 18 G2t
T I Bl 2

a

Jest to wzdr dla modelu EN. Odpowiedni wzc')r dla modelu MK otrzymujemy
podstawiajac w (4.2) A/I*=1,4; natomiast wzér dla modelu KS otrzymujemy
przyjmujac A=0.

P
Wielkoéé o, / P zostala stabelaryzowana. Jak latwo stwierdzié

'y
XS/ .~ ..
To /na 3

P
Dla modelu EN wielkoéé o, / Estabclaryzowano przy nastegpujacych wartosciach

parametréw A4/12=0,01,0,02, ..., 0,10 oraz //a=0,01,0,02, ..., 0,10. Zastosowano
przy tym wzory asymptotyczne dla funkcji Bessela, Ponadto dla modelu EN obliczo-
no t¢ wielkos¢ dla tych samych wartodci A/I? oraz I/a=0,1, 0,2, 0,5 ale metodg nie-

P
zalezng, Dla modelu MK wielko$é o, / p— policzono dla lfa=0,01, 0,02, ..., 0,10

z zastosowaniem wzordw asymptotycznych dla funkcji Bessela oraz dla Jja=0,1,
0,2, 0,5 metoda niezalezng. Niektdre z otrzymanych wartosei numerycznych umiesz-
czone zostaly w tablicy 3.

4.2. Naprezenia normalne wzdluz poziomej $rednicy

W nastepnym etapie pracy stabelaryzowano napreZenie o,, wzdhiz poziomej
$rednicy tarczy dla modelu KS przy sitach skupionych, podstawiajac mianowicie
we wzorze (2.19) wyrazenia (4.1)
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P .
Tablica 3. Wartodci funkeji oo (4, [) / — dla tarczy keolowej obciazonej wedlug rys. 4 dla réznych
. na

materialéw mikropolarnych

MODEL
KS 3,00000
MODEL [ Ha
0,02 0,05 0,10 0,20 0,50
EN- 1 42 |
0,02 2,99987 2,99924 2,997714 2,99030 1,97312
0,04 2,99975 2,95848 2,99428 2,98071 2,94699
0,10 2,99937 2,99621 2,98578 2,95259 287272
1,0 2,99376 2,96304 2,86897 2,62083 2,20193
MODEL .
MK 1.4 2,99128 2,54879 2,82772 2,51253 2,04166

na wspdlczynniki a, oraz przyjmujac ¢=3n/2 otrzymamy

4.3 I;S i)""HI 2 "31 lkkzk—z k41 2k

43 S =1-2 Y DR e D) ¢,
k=1

Powyzsze naprezenie stabelaryzowano dla £=0,0, 0,1, ..., 1,0, Odpowiednie wartosci
umieszezono w tablicy 4 (model K8). Tablica ta podaje sumy 3, 5, 10, 20 i 30 wyra-
zO0w tego szeregu, Dla & bliskich 1 szereg ten jest coraz stabiej zbiezny, natomiast
dla =1 jest on rozbiciny. Mianowicie dla £=1 mamy

(O.KS/:;)E . m_iﬁprz Z (- DE.

P
Tablica 4. Wartodci naprezenia o, / — wzdluz poziomej Srednicy tarczy kolowe) obciazonei
na

sifami skupionymi, rys. 4

Muodel KS
{ 3 5 10 20 30
\r
0,{) 3,00000 3,00000 3,00000 3,00000 3,00000
0,1 2,92112 2,92118 2,92118 2,92118 292118
0,2 2,69869 2,69823 2,69822 2,60822 ~2,69822
0.3 2,37137 2,36678 2,36672 2,36672 2,36672
0.4 1,99443 1,97351 1,97265 1,97265 1,97265
0,5 1,62500 1,56641 1,55999 1,36000 1,56000
0,6 1,30195 1,19207 1,16228 1,16263 1,16263
0,7 1,02001 0,89281 (,79642 0,80171 0,80172
0.8 0,69805 0,66785 0,44251 0,48611 0,48719
0.9 0,14167 0,31535 0,06043 0,17042 0,21105
1,0 0,00000 0,00000 0,00000 0,00000 0,00000
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Tablica 4 c, d.

Model EN: Ja=0,1, AI"=0,01 Model MK: [fa=0,1

NN N
Z_f\\ 3 5 10 ] §\ 3 5 10
0,0 2,99857 2,99857 2,99857 0,0 2,82272 2,82272 2,82272
0,1 2,91990 2,91969 2,9198% | 0,1 ' 2,75945 2,75944 2,75944
0,2 2,69777 2,69731 2,69731 0,2 2,57842 2,57821 2,57821
0,3 2,37091 2,36635 . 2,36629 0,3 2,30535 2,30325 2,30323
0.4 1,99433 1,97355 1,97270 0,4 1,97687 1,96724 1,96698
0,5 1,62498 1,56676 1,56040 0,5 1,63186 1,60449 1,60267
0,6 1,30166 1,19240 1,16292 06 1,295988 1,24630 1,23841
0,7 1,01926 0,89258 0,79721 0,7 0,98844 0,91692 0,89432
0,8 0,69734 0,66661 0,44388 0,8 0,67371 0,62295 0,58229
0,9 0,14318 0,31502 0,06354 09 0,30703 0,33682 0,31083
1,0 | —0,00029 —0,00029 —0,00029 1.0 0,03726 0,03726 0,03726

Szereg Z (—1)* jest szeregiem rozbiezaym. Isinieja jednak metody sumowania
k=1
szeregdw rozbieznych (por. [51). Stoswjac np. metode C, otrzymujemy

Seme-
' O_I(S/i -0
vef oo ,::I,I,,:_:,ZL"* '

Naprezenic o, dla modelu EN wzdtuz poziomej $rednicy w przypadku sit skupio-
nych obliczono dla [/a=0,1, 4/I2=0,01. Odpowiedni wzér ma postaé:

P oD
05?/';;;-":14-2 Z A—M{‘:"th EPT2 4 Ay, &P

k=1

stad

e (1+2K)

_—("I’é“é)z—”fzk(w@“!“ 106 Izrc—l (10@]},

— 0,004k [

P
przy czym 4, 5y, A s dane wzorami (3.10). Wielkosé oEN / ?azosta%a stabela-

ryzowana dla £=0,1, 0.2, ..,0,9, a odpowiednie wartoéci podano w tablicy 4
(model EN). Tablica podaje sume 3, 51 10 wyrazéw tego szeregu, Dla &= 1 rozwaza-
ny szereg jest rozbiezny. Sumg jego obliczono wige metoda C przyjmujac

- sihe s
P o
k=1

a otrzymang wartos¢ wstawiono do tablicy,
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Dla modelu MK policzono naprezenie o, / — wzdhi pozmme_] éredmcy przy
Jia=0,1. Odpowiedni wzdr ma postad:

— 1Y)*
a?,,’f,,K/ =1 22( ){ A

_0556k (106)2 2k(105)+ 106 2!{.—1( é) s

przy czym Ay, &y, Az, Wyrazaja sig wzorami (3.11). Naprezenie to stabelaryzowano
dla £€=0,1,0,2,...,0,9, a wyniki (sume 3, 5 i 10 wyrazow szeregn) umieszezono
w tablicy 4 (model MK). Dla £=1 zastosowano metod¢ C; sumowania szeregdw
rozbieznych,

Rysunek 5 przedstawia wykres naprezenia o, / E wzdluz poziomej $rednicy.

Rysunek uwzglednia wykresy naprezenia dla modelu KS oraz dla modelu MK
przy lfa=0,1. Dla modelu EN przy lJa=0,1 1 A/I*=0,01 wykres napreZenia o,

A P
EGW/EFE

10

08

a5

04

3

a2

()

Rys. 5

pokrywa sig¢ z wykresem w modelu KS w granicach dokladnosci 10~2, Jedynie
dla & bliskich 1 wielkosci numeryezne dla modelu EN réZnia sig od wielkosci
mumeryczaych dla modelu KS, ale z powodu stabej juz zbieZnofcl trudno stad
wyciagna¢ wnioski.

5. DYSKUSIA WYNIKOW

Analiza przytoczonych w tablicach wynikéw liczbowych dowodzi, Ze uwzglednie-
nie naprezen momentowych prowadzi¢ moze do zmian w stanie napreZenia w tarczy.

2P
W przypadku obciaZenia tarczy wedhug rys. 2 naprezenie o, / — wzdhiz poziomej
$rednicy osiaga w modelu K8 warto$¢ maksymalng oy / P 1,39, nastgpnie napre-

Zenie to maleje do zera. Model EN zmniejsza maksymalne wartofei naprezenia.
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W przypadku najwickszych wartodci statych /i 4 uwzglednionych w tablicy 1
(lla=0,5; A/I*=1) otrzymujemy spadek maksymalnej wartosci 0 25% w stosunku
do KS. Dla mniejszych wartosci parametrdw lfa i A/I? ten spadek jest mniegjszy,
ale takze znaczny. Dla modelu MK przy //a=0,5 otrzymujemy zmniejszenie wartosci
maksymainej o 30% réwniez w stosunku do odpowiedniej wartoéei KS. Przypadek

P
drugiego typu obcigzenia przedstawiaja rys. 4, 5 oraz tablica 3. Naprezenie o, / p
P
przyimuje tutaj warto§¢ maksymalna o, / - =3, Tu réwniez modele EN i MK

obnizaja maksymalne wartodci naprezenia. Dla modelu EN przy [Ja=0,51 A/l>=
ten ubytek wynosi 27% w stosunku do analogiczne] wartodei KS, natomiast w mo-
delu MK przy l/a=0,5 nawet 327;. Inna rzecz, Ze przyjecie takich czy innych war-
tosci stosunkéw Ifa i A/I? jest sprawa otwarta. Ale réwniez dla mniejszych wartodci
tych stosunkow omawiane zmiany procentowe w modelach z naprezeniami mo-
mentowymi sa znaczne.

Otrzymane wyniki §wiadcza o tym, Ze uwzglednienie naprezei momentowych,
podobnie jak w pracy [9], prowadzi do szybszego wyréwnywania si¢ naprezen we-
wnatrz tarczy, obcigZonej nieréwnomiernie na powierzchni, obniZania naprezen
maksymalnych oraz podwyzszania naprezen mniejszych.

Drugi wniosek dotyczy stwierdzenia, 7ze w przypadku plaskiego stanu odksztalce-
nia model MK stanowi przypadek szczegdlny modelu EN; ten ostatni model daje
mozliwoéé dosé powaznych modyfikacji rozwiazania problemu droga odpowiedniego
doboru wspdlczynnika materiatowego A.
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PenromMme
MOMEHTHLIE HATIPSDKEHWSA B KPVITIOM OUCKE

Pafiora comepuT DOMMTRY KONHIECTBEHHOIO AHAJESA BIWSIHHA MOMCHTHEIX HAOPDKEHHR
* HA pacOpeAencHHe HANPUCHHE B KPYTIOM HKCke (WIOCKOe melOpMEPOBAHEOE COCTOASHUE),
Bonpac paccMoTper HA MPEMEPS JBYX BADEANTOB HATPYMGHHN Kpas NUMCKA! DacIpEiereHHas
HArPY3Ka 1A YaCTH KpPas K COCPSMOTOYCHHRIC CHITEL. B RaXIoM #3 9THX CIIy4aes YITCHE TPH MOICHIS
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TBCPAOrC Telld: KIACCHYeCkas YOPYTad Cpefia, CPera ¢O CBASAHHEIME BPAINSHUAME B MEKPOIOAD-
Haf CPeda ¢ TPEMS AONOAHHTSHBHBIME CTeIeHAME cBo0onsl, Beeneurl Ae¢ QyHEUUE RAUpSXCHRE:
dymayin Opa uw BenoMoratensHan Qyprums uanpmxersi P, Jlasel pesynapTATH BRMUACTEHEH
ga JEBM. IMToxasawo, 9TO y49eT MOMEHTHBIX HAIPMKSHWH MOXNET IPHBECTH B COPLCIHEIM B3MeHe-
HHAAM B HaOPDKCHHOM COCTOAHEH OHCKA B 32aBHCEMOCTH OT DPHHATHIX JOOGIHWTE/ILHBIX BHAICHTH
MarepHaibHbIX KOHCTAHT MUXPCHOIAPHOH Cpemsl.

SUMMARY
COUPLE STRESSES IN A CIRCULAR DISK

This paper represents an atfempt at quantitative analysis of the influence of couple siresses on
‘the stress distribution in a circular disk (plane strain), The analysis is based on two particular examples
-of the disk boundary loading: by forces uniformly distributed over a portion of the boundary, and
by concentrated forces. Each of the cases is considered for three different models of the solid: the
classical elastic body, the medium with constrained rotations and the micropolar body possessing
three additional degrees of freedom. Two stress functions are introduced: the Airy stress function
and the auxiliary siress function V. Mumerical analysis is performed on a computer, Tt is shown
that ihe existence of couple stresses may lead to considerable modifications in the state of stress
inside the gisk, depending upon the values of the additional material constants of the micropolar
medium,

INSTYTUT PODSTAWOWYCH PROBLEMOW TECHNIKI
POLSKIEJ AKADEMIT NAUK

Praca rostala zloZzona w Redakefi dnia 16 lipca 1972 r.






